
《予習動画４付録「電気力線」補足資料》 

 電気力線の性質の1つに、「電気力線は交差しない」というものがある（予習動画２「静電界２（電界

とその性質）」参照）。 予習動画４付録「電気力線（電気力線の描き方について）」で電気力線を表す微分

方程式を導出したが、本補足資料では、その微分方程式が「電気力線は交差しない」という性質を表してい

ることを示す。 

 

［問題］２つの点電荷 𝑄と−𝑄 (𝑄 > 0)を、それぞれ 𝑥-𝑦 平面の2点（－１,０）と（１,０）に置いたと

き、平面内に生じる電気力線を描くことを考える。 

 

［導出された微分方程式］（導出過程は、予習動画４付録「電気力線」を参照） 

    

 

［この微分方程式の性質］ 

この式は、 

    𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

の形をしている。（定義域 𝐷 は、2点（－１,０）と（１,０）を除いた、x-y平面全体） 

この方程式の解を、𝑦 = 𝑔(𝑥) とする。 

ここで、上の微分方程式の右辺の 𝑓(𝑥, 𝑦) について、以下のことが言える。 

１） 𝑓(𝑥, 𝑦) は初等関数（ここでは有理関数）であるので、𝐷 で連続かつ 𝑦 について偏微分可能。 

２） 
𝜕𝑓

𝜕𝑦
 も初等関数（ここでは有理関数）であるので、𝐷 で連続である。（𝑓 は 𝐶1 級である） 

３） したがって、𝑓(𝑥, 𝑦) は Lipschitz 条件をみたす。 

４） よって、初期条件 𝑔(𝑎) = 𝑏 （(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐷）をみたす解は、𝐷 においてただ1つである。 

５） 以上から、𝐷 は解曲線 𝑦 = 𝑔(𝑥) によって、一重に（交差せずに）隙間なく埋めつくされている。 

結論として、上で導出された微分方程式は、電気力線の性質の１つである、「電気力線は交差しない」と

いうことを示している、ということができる。（ここでは、正負の２つの点電荷について） 



【注１】定義域 𝐷 を、２つの点電荷の位置（－１,０）と（１，０）を除いた x-y平面全体とした。物理的

には、この２点以外の平面全体に電気力線は存在することは当然のことであるが、数学的には解の爆発の有

無などを考慮しなければならない。この点で、上の議論は厳密さをやや欠いていることをおことわりしてお

く。 

【注２】𝑥-𝑦 平面の原点（０,０）に置かれた単一の点電荷の場合、微分方程式は、 

     𝑦′ =
𝑦

𝑥
  

となるので（予習動画４付録「電気力線」参照）、同様に「電気力線は交差しない」ことを示している。 

【注３】電気力線の「本数」には、電場１V/m 当り 1 本という条件（定義）があるので、電気力線は空間

を埋めつくしている訳ではないが、空間内の各点での電場ベクトルを接線とするような曲線が電気力線で

あるので、流体力学での流線のように、空間を埋めつくしているとも言える。 
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